
1 この問題では, ある図形 X に対し, X と交点をもつ直線の集合 GX の”大きさ”を表す概念として測度

m(GX)を考える. 測度m(GX)は次の手順で計算できる. これを用いて, 下の問いに答えよ.

1. X を xy 平面上に任意に配置する.

2. GX 内の任意の直線 g に対し, 図 1のように, 原点と直線との距離を p, 原点を通る直線 g への垂線と x

軸との角度を θ とおく. ただし, θ は 0 ≤ θ < 2π を満たすようにとる.

3. 直線 g が GX 内を動くとき, g に対応する pと θ の動く範囲を D とし, 測度m(GX)を次の定義式によ

り計算する. (このとき, m(GX)は手順 1の配置の仕方によらないことが示せる)

m(GX) =

∫∫
D

dp dθ

図 1 直線 g に対する (p, θ)の定義 図 2 円と交点をもつ直線 図 3 線分 ABと交点をもつ直線

(1) 図形 X を半径 Rの円 C とする. 図 2に示すように, 円の中心を原点とするような座標系をとる.

(a) θ = θ0 を固定する. このとき, (p, θ0)に対応する直線 g が円 C と交わるための pの条件を求めよ.

(b) m(GC) = 2πRとなることを示せ.

(2) 図形 X を長さ L の線分 AB とする. 図 3 のように線分 AB と平行に x 軸をとり, 端点 A の座標が

(0, y0) (y0 > 0)となるように y 軸をとる. G内の直線 g と ABとの交点を I(s, y0) (0 ≤ s ≤ L)とし,

直線 g のうち y 座標が y0 以上となる部分と線分 BI との角度を φとする.

(a) 図 3 において, 直線 g 上の任意の点を (x1, y1) とするとき, p を x1, y1, θ で表せ. ただし, p ̸= 0 と

する.

(b) p, θ を s, φ, y0 を用いてそれぞれ表せ.

(c) (p, θ)を (s, φ)に変数変換することにより, m(GAB) = 2Lとなることを示せ. ただし, 線分 ABを含

む直線が (s, φ)平面上で積分される寄与は 0として良い.

(3) 図形 X を縦の長さを a, 横の長さを bとする長方形 R とする. このとき, 問題冒頭に述べた手順を用

いて, m(GR) を計算せよ. また, a = L とし, b → 0 の極限を考えると, m(GR) は (2) で求めた測度

m(GAB)に一致することを示せ.
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2 次の行列 Aとベクトル bに対し, Ax = bの解 x∗ をあるベクトル列 xn (n = 0, 1, 2, . . . )の極限値とし

て求めることを考える.

A =

 2 −1

−1 2

, b =

b1

b2


以下の問いのために A = D − L−Rとなる行列 D,L,Rを次で定義する.

D =

2 0

0 2

, L =

0 0

1 0

, R =

0 1

0 0


(1) 適当に初期ベクトル x0 を与えたとき, 次の漸化式によってベクトル列 xn (n = 0, 1, 2, . . . )を生成す

ることを考える.

Dxn+1 − Lxn+1 −Rxn = b

(a) 与えられた漸化式を次の形で表したとき, 行列M とベクトル cをD,L,R, bを用いてそれぞれ表せ.

xn+1 = Mxn + c

(b) ベクトル列 xn は任意の初期ベクトル x0 に対して, x∗ に収束することを証明せよ.

(2) 適当に初期ベクトル x0 を与えたとき, 次の漸化式によってベクトル列 xn (n = 0, 1, 2, . . . )を生成す

ることを考える. ただし, ω は 0でない実数の定数とする.

xn+1 − xn = ω{D−1(Lxn+1 +Rxn + b)− xn}

(a) 与えられた漸化式を次の形で表したとき, 行列M とベクトル cを D,L,R, b, ω と 2× 2の単位行列

E を用いてそれぞれ表せ.

xn+1 = Mxn + c

(b) 2× 2の単位行列を E とするとき, |M − λE| = 0ならば, |ωD−1(R+ λL)− (λ+ ω − 1)E| = 0が

成立することを示せ.

(c) ベクトル列 xn が任意の初期ベクトル x0 に対して, x∗ に収束するための ω の条件を求めよ. ただ

し, 以下の 2つの事実は証明なしに用いても良い.

• 複素数 αに対し, αn → 0 (n → 0)となる必要十分条件は, |α| < 1である.

• 実数 p, q に対し, 2次方程式 x2 + px+ q = 0のすべての解の絶対値が 1未満となる必要十分条件は,

|p| − 1 < q < 1を満たすことである.
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3 関数 x = x(t), y = y(t) (t ≥ 0)に対し, 以下の連立微分方程式を考える.


dx
dt = a (x− y) + f(x, y)

dy
dt = a (x+ y) + g(x, y)

ここで, aは実数の定数, f(x, y), g(x, y)は微分可能な連続関数である.

(1) f(x, y) = 0, g(x, y) = 0としたときの一般解を求めよ. ただし, ここでは a ̸= 0とする.

(2) f(x, y) = −x(x2 + y2), g(x, y) = −y(x2 + y2)とする.

(a) 次の変数変換を行うとき, dx
dt ,

dy
dt を r, θ, dr

dt ,
dθ
dt でそれぞれ表せ. ただし, r(t) ≥ 0とする.

x(t) = r(t) cos θ(t)

y(t) = r(t) sin θ(t)

(b) (a)の変数変換を行うとき, x, y についての与えられた微分方程式を r, θ についての微分方程式に書

き直し, その一般解を求めよ.

(c) a = 1とする. r(0) = r0 > 0であれば,どのように r0を取っても, tの増大にしたがって, (x(t), y(t))

は xy 平面上のある軌道に漸近することを示し, その軌道が描く図形を答えよ.

(d) 一般の aについて, r(0) = r0 > 0のもとで t → ∞ での解の軌道の様子を論ぜよ.
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4 以下の各問に答えよ.

(1) a, bを複素数とする. ある整数 nに対し, 次の等式が成立するとき, ab は実数となることを示せ. ただ

し a ̸= 0とし, arg aは −π < arg a ≤ π を満たすようにとった aの偏角を表す.

Re(b) arg a+ Im(b) log |a| = nπ

(2) 次の複素関数 f(z)によって, 複素平面上の原点を中心とする半径 r > 0の円はどのような図形にうつ

されるか, 答えよ.

f(z) = z − 1

z

(3) 0 < |z| < Rで正則な複素関数 f(z)は z = 0周りで以下のようにローラン展開できる.

f(z) =

∞∑
n=−∞

anz
n

原点中心で, 半径が Rより小さい円を曲線 C とするとき, an を積分を用いて表せ.

(4) 複素関数 f(z)を次のように定義する.

f(z) = e
1
2 (z−

1
z )

(a) f(z)を z = 0周りでローラン展開したときの zn の係数 an は以下で与えられることを示せ.

an =
1

π

∫ π

0

cos(nθ − sin θ) dθ

(b) 次を証明せよ.

1

π

∫ π

0

cos(θ + sin θ) dθ =

∞∑
k=0

(−1)(k+1)

k!(k + 1)!22k+1
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5 ここでは, 曲面 S に対して, 以下の面積分 IS を考える.

IS =

∫∫
S

r

r3
· dS

ただし, r は位置ベクトルを, r はその大きさを表す. また, S の法線ベクトルは原点から離れる向きにとるも

のとする.

(1) S が半径 aの球のとき, IS の値を計算せよ.

(2) S が閉曲面のとき, 次を示せ.

IS =

4π (S が原点を含むとき)

0 (S が原点を含まないとき)

(3) S が z = bの平面上, 半径 aの円盤のとき, 面積分を実行することで IS の値を計算せよ.

(4) S1 を z = aの平面上, 中心 (0, 0, a), 1辺の長さ 2aの正方形, S2 を x = aの平面上, 中心 (a, 0, 0), 1

辺の長さ 2aの正方形とする.

(a) IS1 = IS2 を示せ.

(b) IS1
の値を求めよ.
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6 券売機が作る待ち行列について考察する. 時間間隔 ∆tの間に 1人の客が券売機に到着する確率 pは定数

λを用いて, p = λ∆tと表せるとする.

(1) t0 = N∆tを定数とする. このとき, 次の (a)から (c)の確率を N,n, λ,∆tから必要なものを用いてそ

れぞれ表せ. ただし, 客は ∆tの間に 2人以上到着することはないものとする.

(a) ∆t秒間の間に客が 1人も来ない確率

(b) t0 秒間の間に客が 1人も来ない確率

(c) t0 秒間の間に n人の客が券売機に来る確率 Pn

(2) (1)(c)で, ∆t → 0としたとき (すなわち N → ∞としたとき), n人の客が券売機に来る確率 Pn は次

の確率関数で与えられるポアソン分布に収束することを示せ.

Pn =
(λt0)

n

n!
e−λt0

ただし, 次を用いても良い.

lim
N→∞

(
1 +

x

N

)N

= ex

以下の問いで, nは (2)のポアソン分布に従うとする.

(3) t0 秒間に券売機に到着する人数の期待値 E(n)を求めよ.

(4) 来店時間間隔を表す確率変数を T とする. T が t以下となる確率 (T の累積分布関数)を求めることで,

T は次の確率密度関数で与えられる指数分布に従うことを示せ.

f(t) = λe−λt

(5) n 番目の客が来店するまでの時間間隔 Tn は, 指数分布に従う互いに独立な n 個の確率変数 Si (i =

1, 2, . . . , n)を用いて,

Tn = S1 + S2 + · · ·+ Sn

と表される. このとき, Tn の確率密度関数 gn(t)が以下となることを証明せよ.

gn(t) =
λntn−1

(n− 1)!
e−λt
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7 周期 2π の周期関数 f(t)をフーリエ級数展開するとは,

f(t) = a0 +

∞∑
n=1

an cosnt+

∞∑
n=1

bn sinnt

と表すことをいう. 以下の問いでは, 0 以上の整数 n,m に対して, 次が成立することを証明なしに用いても

良い.

∫ π

−π

cosmt cosnt dt =

∫ π

−π

sinmt sinnt dt =

0 (n ̸= m)

π (n = m)

,

∫ π

−π

cosmt sinnt dt = 0

(1) f(t)が周期 2π の周期関数であることの定義を述べよ.

(2) フーリエ級数展開の係数 a0, an, bn (n = 1, 2, . . . ) がそれぞれ以下で与えられることを示せ. ただし,

無限級数は項別積分ができるとする.

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f(t) dt , an =
1

π

∫ π

−π

f(t) cosnt dt , bn =
1

π

∫ π

−π

f(t) sinnt dt

(3) 次の関数のフーリエ級数展開を求めよ.

f(t) = t2 (−π ≤ t ≤ π)

(4) 次の関数のフーリエ級数展開を求めよ.

f(t) = t2 + sin t (−π ≤ t ≤ π)

(5) (3)の結果を用いて, 次の値を計算せよ.

∞∑
n=1

1

n2

(6) 次を証明せよ.

1

π

∫ π

−π

f(t)2 dt = 2a20 +

∞∑
n=1

(a2n + b2n)

(7) 次の値を計算せよ.

∞∑
n=1

1

n4
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